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Введение 
Учебно-методическое пособие по дисциплине «Математика», разделы «Основы 

линейной алгебры» и «Предел функции» по дисциплине Математика, входящей в 
Математический и общий естественнонаучный учебный  цикл предназначен для изучения 
разделов «Основы линейной алгебры» и «Предел функции» в профессиональных 
образовательных организациях СПО, реализующих ФГОС СПО. 

Учебно-методическое пособие разработано на основе требований ФГОС СПО, в 
частности ФГОС 10.02.05 Обеспечение информационной безопасности автоматизированных 
систем, ФГОС, 09.02.05 Прикладная информатика (по отраслям), ФГОС 09.02.07 
Информационные системы и программирование. 

Изучение учебной дисциплины «Математика» ориентировано на достижение следующих 
целей: формирование знаний, умений, навыков и компетенций у студентов с местом и ролью 
математики в современном мире; развитие их интеллекта и способностей к логическому и 
алгоритмическому мышлению; обучение основным математическим методам, необходимым 
для анализа и моделирования устройств, процессов и явлений при поиске оптимальных 
решений для осуществления научно-технического прогресса и выбора наилучших способов 
реализации этих решений, методам обработки и анализа результатов численных и натурных 
экспериментов и использование их в профессиональной деятельности. 

Освоение содержания учебной дисциплины «Математика» обеспечивает решение 
следующих задач: изучить на примерах математических понятий и методов 
материалистической диалектики, сущность научного подхода, специфику математики и ее роль 
в осуществлении процессов становления современной экономики; изучить роль 
математического знания в деятельности специалистов, прикладные задачи в профессиональной 
области. 

Учебно-методическое пособие может быть использовано в учреждениях среднего 
профессионального образования, реализующих программу подготовки специалистов среднего 
звена. 

Учебно-методическое пособие создано для работы на занятиях, при выполнении 
домашнего задания и подготовки к текущему и итоговому контролю по дисциплине. Учебно-
методическое пособие включает теорию и практические примеры с подробным решением, а 
также задания для самостоятельного решения для закрепления тем дисциплины. 

По каждой теме в Учебно-методическом пособии перечислены основные понятия и 
термины, краткая информация по теории рассматриваемого вопроса, а также приведены 
примеры решения стандартных задач.  

Приступая к изучению нового раздела необходимо обращать внимание на определения, 
формулы и другую выделенную информацию. Внимательно рассмотрите примеры и 
прочитайте пояснения к ним. 
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Раздел 1. Матрицы и определители 
Тема 1.1. Понятие матрицы, виды матриц, операции над матрицами 

Понятие матрицы 
Матрица размера nm  - это прямоугольная таблица чисел, содержащая m строк и n столбцов. 

(1.1) 
 

Числа, составляющие матрицу называются элементами матрицы (1.2) 
 

,

868/31811

73025

3/12103























А   
матрица 
размером 

53  
(3 строки, 
5 столбцов) 

А  
 

а13=-1; а25=7; а33=-3/8  

имя матрицы 
 
 элементы матрицы 

Виды матриц 
 

Квадратная 
 

,

351

086

761





















В  

 

- это такая матрица, у которой количество строк и 
столбцов одинаково. 

(1.3) 

Матрица строка (столбец) 

 

строка

матрица

столбец

матрица

B

A


























1553
1

0

2

12

 

 

- это матрица, которая состоит из одной строки (одного 
столбца). 

(1.4) 

Диагональная матрица 

,

300

0190

001

















В
 

- это квадратная матрица, у которой все элементы вне 
главной диагонали равны нулю. 

(1.5) 

Единичная матрица 

,

100

010

001

















Е
 

- это диагональная матрица, у которой все диагональные 
элементы раны 1. (Обозначается Е). 

(1.6) 

Нуль-матрица 

,

000

000

000

0

















 

 

- это такая матрица у которой все элементы равны нулю. 
(1.7) 

 

Главная диагональ 

Побочная диагональ 
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Операции над матрицами 
Сложение 
(вычитание) 
(определено только для 
матриц одинакового 
размера) 
соответствующие (с 
одинаковыми 
номерами) элементы 
матриц складываются 
(вычитаются).  

Пример 1.1. 


















































































1078

484

1124

3752)1(9

048062

74)6(813

:

,

351

086

761

729

402

483

ВА

Решение

BAнайтиВиАДаны

 

Результат вычислений – матрица такого же размера 
 

(1.8) 
Умножение матрицы 
на число 
каждый элемент 
матрицы умножается 
на это число. 
 

Пример 1.2. 























































21627

1206

12249

7*32*39*3

4*30*3)2(*3

4*38*33*3

:

,3,

729

402

483

:

А

Решение

АнайтиАДано





 

Результат – матрица такого же размера 
(1.9) 

Умножение матриц 
)( ВА   

(определено только 
когда число столбцов 
первой матрицы( nmA  ) 

равно числу строк 
второй 
матрицы( knB  )) 

Произведением матриц 
)( ВА   называется 

такая матрица kmC  С, 

каждый элемент 

ijс которой равен сумме 

произведений 
элементов i-й строки 
матрицы А на 
соответствующие 
элементы j-го столбца 
матрицы В. 

Пример 1.3. 







































































10514

326

6647

..

)(1055*78*2)6(*9

)(14)1(*76*21*9

)(325*48*0)6(*2

)(6)1(*46*01*2

)(665*48*8)6(*3

)(47)1(*46*81*3

,

51

86

61

729

402

483

32

31

22

21

12

11

Cот

ВматрицыстолбецвторойиАматрицыстрокатретьяс

ВматрицыстолбецпервыйиАматрицыстрокатретьяс

ВматрицыстолбецвторойиАматрицыстрокавтораяс

ВматрицыстолбецпервыйиАматрицыстрокавтораяс

ВматрицыстолбецвторойиАматрицыстрокаперваяс

ВматрицыстолбецпервыйиАматрицыстрокаперваяс

Решение

ВАСнайтиBиАДаны

 

В общем случае для матриц АВВА   
 
 
 
Результат – матрица. 
 

(1.10) 
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Транспонирование 
матрицы 
строки и столбцы 
матрицы меняются 
местами с сохранением 
порядка. 

Пример 1.4. 

.,

868/31811

73025

3/12103
ТАнайтиАматрицаДана























  

Решение: 





























873/1

632

8/301

1820

1153

ТА  

Если транспонировать матрицу nmА  , то 

Результат транспонирования – матрица T
mnA   

(1.11) 
Обратная матрица 
Матрица А-1 есть 
обратная к квадратной 
матрице А, если 

ЕАААА   11 , где 
Е – единичная матрица 
того же порядка. 
 

Существование обратной матрицы и алгоритм вычисления обратной 
матрицы см. ниже  . 
 
 
 
 

(1.12) 

 
Задания для закрепления темы «Понятие матрицы, виды матриц, операции над 
матрицами» 

 

Даны матрицы  А , В, С 

Найти: а) А+В,  B – A б) D =2B+4A,   К= 2А-3В+Е, где Е – единичная матрица  в) АВ,  АС   г) Вт   
Вариант 1 Вариант 2 

А В С А В С 

      

Вариант 3 Вариант 4 

А В С А В С 
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Тема 1.2. Определители 
Результат вычисления определителя – число 

Обозначение A  - определитель матрица А 

 
Определитель 
матрицы первого 
порядка 
 

 
 
- это сам элемент этой 
матрицы 

Пример 1.5. 
Найти определитель матрицы  15А  

Решение: 

15А  

(1.13) 
Определитель 
матрицы второго 
порядка 

- произведение 
элементов матрицы 
на главной диагонали 
минус произведение 
элементов матрицы 
на побочной 
диагонали. 

Пример 1.6. 

Найти определитель матрицы 











52

73
А  

Решение: 

49..,497*)2(7*3  АотА  

 
(1.14) 

Определитель 
матрицы третьего 
порядка 

Вычисляется по 
правилу Сарруса 
(привило 
треугольника): 
произведение 
элементов на главной 
диагонали плюс 
произведение 
элементов на первом 
главном 
треугольнике, плюс 
произведение 
элементов на втором 
главном треугольнике 
минус произведение 
элементов на 
побочной диагонали, 
минус произведение 
элементов на первом 
побочном 
треугольнике, минус 
произведение 
элементов на втором 
побочном 
треугольнике. 

ООО

ООО

ООО

ООО

ООО

ООО

побочныеглавные

 

Пример 1.7. 

Найти определитель матрицы 




















444

321

752

А  

Решение: 

1..

1

2*3*4

4*5*1

4*2*7

)4(*3*5

7*4*1

4*2*2

















Аот

ктреугольнипобочныйвторой

ктреугольнипобочныйпервый

диагональпобочная

ктреугольниглавныйвторой

ктреугольниглавныйпервый

даигональглавнаяА

 

 
 

(1.15) 

 
Задания для закрепления темы «Определители» 
Вычислить определитель матрицы 

 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 Вариант 4 
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Тема 1.3. Обратная матрица 
Теорема (необходимое и достаточное условие существования обратной матрицы) 

Обратная матрица 1A  существует (и единственная) тогда и только тогда, когда 

Исходная матрица А невырожденная (т.е. 0A ) (1.16) 

 
Минором 

ij
M  элемента 

ij
a  матрицы n-го порядка называется определитель матрицы (n-1)-го 

порядка, полученной из матрицы А вычеркиванием i-й строки и j-го столбца. 
(1.17) 

Пример 1.8. Найти минор 
13

M  элемента 
13

a  матрицы 




















444

321

752

А  

Решение: 12)4(241
44

21

444

321

752

13







M  

Определение Алгебраическим дополнением 
ij

A  элемента 
ij

a  матрицы n-го порядка называется 

его минор, взятый со знаком 
ij

ji

ij

ji MAет   )1(..,)1(  

(1.18) 
 
(Пример вычисления алгебраических дополнений см ниже пример 1.9. п.4.) 
 
Алгоритм вычисления обратной матрицы (определение см (1.12) 

1. Найти определитель исходной матрицы. A  

2. Если 0A , то обратная матрица не существует, алгоритм закончен; если 0A , то обратная 

матрица существует, перейти к п.3. 

3. Найти TA , транспонированную к матрице А (см 1.11) 

4. Найти все алгебраические дополнения элементов матрицы TA (см ….) и составить из них 

присоединенную матрицу A
~

 

5. Вычислить обратную матрицу по формуле A
A

A
~11   

6. Проверить правильность вычислений: ЕАААА   11  
 
Пример 1.9. Найти матрицу, обратную к данной: 















 



437

425

112

A  

Решение: 

1. Найдем определитель матрицы. 1A . (см пример 1.7) 

2. 01 A , значит обратная матрица существует. 

3. Транспонируем матрицу А, получим 




















441

321

752
TA  

4. Найдем алгебраические дополнения всех элементов транспонированной матрицы 
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1578
41

72
22)1(

22

154
21

5233
)1(338)2820(

44

7512
)1(21

176
31

7223
)1(32624

41

2131
)1(13

11415
32

7513
)1(317)34(

41

3121
)1(12

13)58(
41

5232
)1(

23
4128

44

3211
)1(

11











































TA

T
A

T
A

T
A

T
A

T
A

T
A

T
A

T
A

 

Составляем из этих элементов присоединенную матрицу 
























111

13158

674
~
A  

5. Вычисляем обратную матрицу по формуле 







































































 

111

13158

674

..,

111

13158

674

111

13158

674

1

1~1 11 АотA
A

A  

6. Проверяем правильность вычислений: EAAAA   11  (убедится в этом рекомендуем 
самостоятельно) 
 
Свойства операций над матрицами (А, В, С – матрицы, λ –некоторое действительное число) 

CABACBA

CBACBABABA

BABACBACBA

BCACCBAABBA









)()4

)()()7)()3

)()()6)()()2

)()5)1




(1.19) 

 
Свойства определителей: 
1. Величина определителя не изменяется от замены строк столбцами. 
2. Величина определителя от перестановки двух любых параллельных его рядов меняет знак 

на обратный. 
3. Определитель с двумя одинаковыми параллельными рядами равен нулю. 
4. Общий множитель элементов одного ряда можно вынести за знак определителя. 
5. Величина определителя не изменяется, если к элементам одного ряда прибавить элементы 

параллельного ряда, умноженные на произвольное одинаковое число. 
 

33333

22222

11111

333

222

111

cncbmca

cncbmca

cncbmca

cba

cba

cba







  

 
Задания для закрепления темы «Обратная матрица» 

 

Дана матрица  А, найти обратную матрицу к матрице А, и сделать проверку. 
№ Варианта 1.  2.  3.  4.  

Матрица А 
    

 



 12

Тема 4. Системы линейных уравнений 
Общие понятия 
 
общий вид системы 
m линейных уравнений 
с n переменными 
 
























mnmnjmjmm

ininjijii

nnjj

nnjj

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

......

.......................................................

......

......................................................

......

......

2211

21211

222222121

111212111

(2.1) 

 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

(1.20) 

матрица коэффициентов 
системы 





















nx

x

x

X
...

2

1

(1.21) 

матрица-столбец 
переменных системы 





















nb

b

b

B
...

2

1

(1.22)  

матрица-столбец 
свободных членов 

Методы решения систем линейных уравнений 
1. Метод обратной матрицы 
Система линейных уравнений (1) в матричной форме 

BXA   
Решение этой системы будет столбец  

BAX  1 , (1.23) 

где 1A  матрица, обратная матрице A  
 
2. Метод решения по формулам Крамера 
Переменные системы находятся по формулам (при условии, что определитель системы 
отличен от нуля) 






j

jx  (1.24), 

где   - определитель матрицы А; j  - определитель, получаемый из матрицы А, заменой j-

го столбца столбцом свободных членов. 
3. Метод Гаусса 
Прямой ход метода Гаусса: Составляют расширенную матрицу (А|В), приписывая к матрице 
А столбец свободных членов; 
с помощью элементарных преобразований приводят эту матрицу к ступенчатому виду. 
Обратный ход метода Гаусса: По ступенчатой матрице выписывают новую систему и 
решают ее методом исключения переменных, начиная с последних (по номеру) переменных 
находят все остальные. 
 
Пример 1.10 
Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы, по формулам Крамера, 
методом Гаусса 















82

112

3

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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-2/3 

Решение: 
1. Методом обратной матрицы 

1,2,4..

,

1

2

4

5

10

20

5

1

8

11

3

321

113

231

5

1

)(

321

113

231

5

1

,
~1

,

,

8

11

3

,

211

112

111

321

1

1

11

3

2

1
























































































































































 









xxxот

BAXX

льносамостоятематрицыобратнойвычислениявыполнитьмрекомендуе

A

A
A

AгдеBAX

x

x

x

XBA

 

2. По формулам Крамера 

1,2,4..

,1
5

5
,2

5

10
,4

5

20

)(

5

811

1112

311

,10

281

1112

131

,20

218

1111

113

,5

211

112

111

321

1
3

2
2

1
1

321



































xxxот

xxx

льносамостоятеляопределитевычислениевыполнитьмрекомендуе

A

 

3. Методом Гаусса 
Прямой ход: 

























































 

35

5

3

3100

130

111

8

5

3

211

130

111

8

11

3

211

112

111

 

Обратный ход: 
Выписываем последнюю строку получившейся матрицы в виде уравнения 

13531 33  xx  

Выписываем вторую (снизу) строку получившейся матрицы в виде уравнения 
,2513,53

222332
 xxxнаходимxзначениезнаяxx  

Выписываем третью (снизу) строку получившейся матрицы в виде уравнения 
,4312,3

11123321
 xxxнаходимxиxзначениезнаяxxx  

1,2,4.. 321  xxxот  

 
Задания для закрепления темы «Решение систем линейных алгебраических уравнений» 

 

-2 
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Вариант 1. Решить системы, используя три разных способа 

1.1 















2

3

1

2z2y-2x-

z2y

2z-y-2x

  1.2 















6

1

7

z2y3x

z3y2x

3z-y2x

 

 

1.3  









04y-2x

02y-x
 

 

Вариант 2. Решить системы, используя три разных способа 

2.1 















4

7

8

3z-y-3x

z-3y

3z-y3x

            2.2 















3

4

3

2zy-2x

2zyx

4zy4x

 

 

2.3 









02y4x

0y2x
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Раздел 2. Предел числовой последовательности. Предел функции 
 

Тема 2.1. Предел числовой последовательности. Понятие предела функции 
 
Определение 2.1. Пусть каждому натуральному числу n  сопоставлено вещественное число 

nx . Тем самым заданы некоторые вещественные числа, определенным образом 

пронумерованные: ...,..., 21 nxxx , тогда говорят – задана числовая последовательность. 

...,..., 21 nxxx  члены числовой последовательности 

nx  общий (n-й член последовательности) 

 nx  числовая последовательность 

Определение 2.2. Числовая последовательность считается заданной, если указано 
правило или закон, с помощью которого по номеру места в последовательности всегда 
можно назвать (вычислить) число, стоящее на этом месте, т.о. числовое значение члена 
последовательности nx  зависти от n , т.е. является функцией от n . 

Определение 2.3. Число A  называется пределом числовой последовательности  na , если 

для любого сколь угодно малого положительного числа 0  можно указать такое 

натуральное число N , что для всех членов последовательности с номерами Nn   

выполняется неравенство  Aan  т.е. 

))()()(0(lim  


AaNnNNAa nn
n

 

Предел функции в бесконечности 
Определение 2.4. Число A  называется пределом функции )(xfy   при x  стремящемся 

к бесконечности, если для любого даже сколь угодно малого положительного числа 0 , 

найдется такое положительное число 0S  зависящее от  )(:  SS  , что для всех x  

таких, что Sx  , верно неравенство  Axf )( , т.е. 

))()(:))(()(0()(lim  


AxfSxxSSAxf
n

  

Предел функции в точке 
Определение 2.5. Число A  называется пределом функции )(xfy   при x  

стремящемся к 0x , если для любого даже сколь угодно малого положительного числа 

0 , найдется такое положительное число 0  )(:   , что для всех 0xx   таких, 

что  0xx , верно неравенство  Axf )( , т.е. 

))()(:)(0)()(0()(lim 00
0

 


AxfxxxxAxf
xx

  

Бесконечно малые величины 
Определение 2.6. Функция )(x называется бесконечно малой величиной, если 0lim

)(0


xx

 

Теорема2.1. (Связь бесконечно малых величин с пределами функций) 

)()((lim
)(0

xAxfA
xx






 


, где )(x  бесконечно малая величина) 

Свойства бесконечно малых величин 
1)Если ,)(),...(),( 21 xxx n , бесконечно малые величины то 

)(...)()( 21 xxx n  бесконечно малая величина.                                                      (2.1.) 

2) Если )(x  - бесконечно малая величина, )(xg  - функция, для которой ))(lim(
)(0




xg
xx

, 

то )()( xgx   - бесконечно малая величина.                                                                        (2.2.) 
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3) Если )(x  - бесконечно малая величина, )(xg  - функция, для которой )0)(lim(
)(0




xg
xx

, 

то 
)(

)(

xg

x
 - величина бесконечно малая.                                                                                 (2.3.) 

Бесконечно большая величина 
Определение 3.6.  
Функция )(xf называется бесконечно большой величиной, если 


)(lim

)(0

xf
xx

 

Свойства бесконечно больших величин. 
1) Если )(xf  - бесконечно большая величина и )(xg  - функция, для которой 

))(lim(
)(0




xg
xx

, то )()( xgxf   - бесконечно большая величина.                            (2.4.) 

2) Если )(xf  - бесконечно большая величина и )(xg  - ограниченная функция, то 

)()( xgxf   - величина бесконечно большая.                                                               (2.5.) 

3) Если )(xf  - бесконечно большая величина и )(xg  - функция, для которой 

))(lim(
)(0

cxg
xx




, то 
)(

)(

xg

xf
 - величина бесконечно большая.                                      (2.6.) 

 
Теорема 3.2.(Связь между бесконечно малыми и бесконечно большими величинами) 

Если )(x  - бесконечно малая величина, то 
)(

1
)(

x
xf

  величина бесконечно большая, т.е. 

если )(x  - бесконечно малая величина, то )
)(

1
lim(

)(0


 xxx 

.                                             (2.7.) 

Если )(xf  - бесконечно большая величина, то 
)(

1
)(

xf
x   - величина бесконечно малая.(2.8.) 
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Тема 2.2. Свойства пределов. Приемы вычисления пределов 
 

Признаки существования пределов 
Пусть )(),( xxf   - функции, для которых существуют BxAxf

xxxx



)(lim,)(lim

)()( 00

  тогда 

справедливы следующие теоремы: 
Теорема (2.1.) 
Функция не может иметь более одного предела. 
Теорема(2.2.) 

  BAxxf
xx




)()(lim
)(0

  

Теорема (2.3.) 
  BAxxf

xx



)()(lim

)(0

  

Теорема(2.4.) 

  0,
)(

)(
lim

)(0




B
B

A

x

xf
xx 

 

Таблица 2.1. 

Соотношения пределов сумм, произведения и частного двух функций )(),( xxf   
N 
п/п 

)(lim
)(0

xf
xx 

 

)(lim
)(0

x
xx




 

 )()(lim
)(0

xxf
xx




  )()(lim
)(0

xxf
xx




  
)(

)(
lim

)(0 x

xf
xx 

 

1 a  b  ba   ba   
)0(, b

b

a
 

2 a  0  a  0    
3 a      )0(  a  0  

4   b    )0(  b    

5 0  0  0  0  Неопреде- 

ленность 






0

0
 

6 0      Неопреде- 
ленность  0  

0  

7   0    Неопреде- 
ленность  0  

  

8         Неопреде- 

ленность 









 

9         Неопреде- 

ленность 









 

10     Неопреде- 
ленность    

  Неопреде- 

ленность 









 

11     Неопреде- 

ленность    
  Неопреде- 

ленность 









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Первый замечательный предел 

1lim
0


 x

xSin
x

                                             (3.9.) 

Второй замечательный предел 

e
x

x

x













1
1lim  

  ey y
x




1

0
1lim                                         (2.10.) 

 

Приемы вычисления пределов 
При вычислении пределов нужно вместо переменной в выражение, стоящее под пределом 
подставить значение к которому стремиться эта переменная, попытаться вычислить, используя 
свойства пределов, 1-й и 2-й замечательные пределы. Если получается неопределенность, то 
определить ее тип и устранить эту неопределенность (см ниже). 

Раскрытие неопределенностей вида 






0

0
                                                                           (3.11.) 

Если функция, стоящая под знаком предела является дробно-рациональной, то числитель и 
знаменатель необходимо разложить на множители, после выполнить сокращение. 
Пример 2.1. 

Вычислить 
2

2

1 )1(

12
lim




 x

xx
x

 

Решение: 












 0

0

)1(

12
lim

2

2

1 x

xx
x

 

 
























)1(

)12(
lim

)1(

)1)(12(
lim

)1(

12
lim

1

21

2

2

1

x

x

x

xx

x

xx

x

x

x

 

разложим числитель и знаменатель на множители 
 
 
 
сократим дробь на множитель )1( x , сокращение возможно, 

т.к. при 1x выражение 0)1( x , 

но 0)1( x  

 
т.к. 1x , то 0)1(,3)12(  xx  

при 1x  получаем что выражение стоящее под пределом 


0

3
(см табл. (3.1.) строка 2) 

Пример 2.2. 

Вычислить 
4

62
lim

22 


 x

xx
x

 

Решение: 












 0

0

4

62
lim

22 x

xx
x
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8

1

)62)(2(

2
lim

)62)(2)(2(

)2(2
lim

)62)(4(

42
lim

)62)(4(

)62)(62(
lim

4

62
lim

2

2

22

22

22


































xxx

xxxx

x

xxx

x

xxx

xxxx

x

xx

x

x

x

x

x

 

домножим числитель и знаменатель на 
выражение сопряженное с числителем 
 

в числителе воспользуемся формулой 
сокращенного умножения – «разность 
квадратов» 
 

в числителе вынесем общий множитель 2 за 
скобку 
 

т.к. 2,2  xноx , то можно сократить на 

скобочку (x-2) 
 

подставим вместо x значение, к которому 

стремиться x (т.е. число 2), получим 
8

1
 

Раскрытие неопределенностей вида 









                                                                         (2.12.) 

Если функция, стоящая под пределом – это отношение многочленов степеней n и m (где n- 
наивысшая степень числителя, m – наивысшая степень знаменателя), то удобно пользоваться 
следующей формулой: 


























mnесли

mnесли
a

a
mnесли

lxkxbxa

lxkxbxa
mm

nn

x

,

,

,0

...

...
lim

2

1

22
1

22

11
1

11

2

 (3. 

Пример2.3. 

а) Вычислить 
14

23
lim

5

2




 xx

x
x

 

Решение: 

0
14

23
lim

5

2
















 xx

x
x

 Воспользуемся формулой (2.12.) 
n=2, m=5, т.к. n<m, то предел равен 0 

в) Вычислить 
xx

x
x 


 2

4 9 1
lim  

Решение: 
















 xx

x
x 2

4 9 1
lim  Воспользуемся формулой (2.12.) 

n=
4

9
, m=2, т.к. n>m, то предел равен   

Пример 2.4. 

Вычислить 
xx

xx

x 32

32
lim

11



 



 

Решение: 

3

1
3

2

3
3

2
2

lim

3

3

3

2
3

33

3

22

lim

32

32
lim

11






















































x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

xx

x

 

разделим числитель и знаменатель на x3  

(выбор функции x3  объясняется тем, что функция 
x3  растет быстрее функции x2  

 
преобразуем числитель и знаменатель 
 

при 0
3

2
, 









x

x  
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Пример 2.5. 

Вычислить 
xCosx

xSinx
x 




4
lim  

Решение: 

4
1

4
lim

4

lim

4
lim

































x

xCos
x

xSin

x

xCos

x

x
x

xSin

x

x

xCosx

xSinx

x

x

x

 

разделим числитель и знаменатель на x, чтобы преобразовать 
(подвести) к 1-му замечательному пределу 
 
выполним сокращения 
 

0, 
x

xSin
xпри  (как отношение ограниченной функции 

Sin x к бесконечно большой, см (3.5.))  

0, 
x

xCos
xпри  (как отношение ограниченной функции 

Cos x к бесконечно большой см (3.5.)) 

Задания для закрепления темы «Свойства пределов. Приемы вычисления пределов» 

 
Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 Вариант 4 

1) Вычислите 

 
 
2) Вычислите: 

 
 
3) Вычислите: 

 
 
4) Вычислите: 

 
 
5) Вычислите: 

 
 

 

1) Вычислите 

 
 
2) Вычислите: 

 
 
3) Вычислите: 

 
 
4) Вычислите: 

 
 
5) Вычислите: 

 
 

 

1) Вычислите 

 
 
2) Вычислите: 

 
 
3) Вычислите: 

 
 
4) Вычислите: 

 
 
5) Вычислите: 

 
 

 

1) Вычислите 

 
 
2) Вычислите: 

 
 
3) Вычислите: 

 
 
4) Вычислите: 

 
 
5) Вычислите: 
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Тема 2.3. Предел и непрерывность функции. 
 

Определение. Функция f(x), определенная в некоторой окрестности U(a) точки а, называется 

непрерывной в этой точке, если  
Замечание. Непрерывность функции предполагает, что эта функция определена в некоторой 
окрестности точки а, включая саму точку а. 
Геометрическая интерпретация 
Графически непрерывность функции в точке а означает, что ее график в окрестности точки а 
представляет собой сплошную линию, которая не претерпевает каких-либо разрывов при 
переходе через саму точку а. 

 
Односторонняя непрерывность 
Определение. Пусть функция f(x) определена на полуинтервале . Функция f(x) называется 

непрерывной слева в точке с, если  
Определение. Пусть функция f(x) определена на полуинтервале . Функция f(x) называется 

непрерывной cправа в точке с, если  
Пример функции, непрерывной слева 

 
Точки разрыва 
Определение. Точка а называется точкой разрыва функции f(x), если f(x) не определена в 
точке а или определена, но не является в ней непрерывной. 
Классификация точек разрыва 

1. Если точка а – точка разрыва функции f(x) и существуют конечные пределы 
 
, то точка разрыва первого рода. 

2. Если точка а – точка разрыва первого рода и , 
то а называется точкой устранимого разрыва. 

3. Точка разрыва функции f(x), не являющаяся точкой разрыва первого рода, называется 
точкой разрыва второго рода. 

Примеры: 
1) Точка разрыва 1-го рода 
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2) Точка устранимого разрыва 

 
3) Точка разрыва 2-го рода 

 
 
Алгоритм исследования функции на непрерывность. 

1) Найти точки разрыва (либо даны, либо находим по области определения 
функции). 

2) Найти левосторонний и правосторонний пределы в точке разрыва: 
а) если хотя бы один из этих пределов не существует или равен ∞, то точка 

разрыва 2го рода; 
б) если односторонние пределы конечны и равны между собой, то точка 

разрыва 1го рода – устранимого;  
в) если односторонние пределы конечны и не равны между собой, то точка 

разрыва 1го рода – конечного. 
3) Найти асимптоты к графику функции (если это возможно): 
а) Вертикальные: х=а, если х=а – точка разрыва 2го рода,  

т.е.  

б) Горизонтальные: y=b, если  , сколько конечных 

пределов, столько и асимптот. 
в) Наклонные: y=kx+b, коэффициенты находятся по формулам:  
 

                                                     ,                                          (3) 

                                                                                   (4) 

 
если к=0, то наклонных асимптот нет. 

4) Схематично построить график функции 



 23

Пример  Исследовать на непрерывность и построить схематично график 

функции  

Решение: 1) D(y): , следовательно х0=3 – точка разрыва 

2)  левосторонний предел 

  правосторонний предел,  

следовательно х0=3 – точка разрыва 2го рода 

3) асимптоты: а)  следовательно х=3 – вертикальная 

асимптота 

б)  следовательно у=1 – горизонтальная 

асимптота 

в)по формуле (3):  наклонных асимптот нет 

4) изобразим график функции: 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
Пример  Исследовать на непрерывность и построить схематично график функции 

 

Решение: 1) х0=1 и х0=2   – точки разрыва 

2)  левосторонний предел 

  правосторонний предел,  

следовательно х0=1 – точка разрыва 1го рода конечного 

 левосторонний предел 

  правосторонний предел,  

следовательно х0=2 – точка разрыва 1го рода конечного 
 

3) асимптот нет 

Х
=

3
 у 

 
х 

У=1 
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4) для построения определим необходимые точки для каждой части графика (рис. 
3):  прямая (0,1), (-1,0) 

 прямая (1,3), (2,4) 
 парабола ветви вверх (3,8), (4, 32) 

изобразим график функции: 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
Задания для закрепления темы «Предел и непрерывность функции» 

 
 

Вариант 1. Исследовать на непрерывность и построить график: 

а)   б)    

 
 
 
 
Вариант 2. Исследовать на непрерывность и построить график: 

а)   б)    

 
Вариант 3. Исследовать на непрерывность и построить график: 

а)   б)    

 
Вариант 4. Исследовать на непрерывность и построить график: 

а)   б)    

Х
=

1
 

 Х
=

2
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